
1.1

Uno squat . sul campo 1K è un insieme × su cui sono daf . :

• semina sexy con proprietà (con se
, y , -2 EX)

- commutativa : se ty = ytse
- associativa : set ( ytz) = (sexy) tz

[
elemento neutro : seta = se

- opposto : se t fa) = O

° prodotto d. se con qraq .
( con due IK , K,YEX)

- distributiva : d (at y) = dsetdy a- (oltre = drink
- grande associativa : Nun) = se

- elemento neutro : 1. se = se

Una sq . vatti . marinata è un insieme X sul campo
lk su

cui è anche def .
una funzione

"

norma
"

Il - Il :X → Io , to) con
queste prop . :

- annullamento : il sell = O ⇒ se = O tre X
- omogeneità : Il diede IN Hail HdElk , tre X
- disng . triangolare : Il set y 4 e llselltllyll



sia K un insieme .

si dice che è uno spazio metrico
se è definita una funzione ( distanza) d : Kxk→ Io , + co)
tale che :

- d (se , y ) = O ⇒ se = y ( proprietà di annullamento)
- d (se, y) = d ( y ,

se) ( simmetria) con se
, y , zek

- d (se
, y) e due ,

⇒ + dcz
, y) ( disuguaglianza triangolare)

se X è uno sq .

vett
.

marinato
,
e poniamo

d ( se, g) = 11 se -911 , questa è una distanza

dcr , y) = O ⇒ ll se - gli = O ⇒ se - y = o ⇒ se = y

d (y , a) = Il y - zen = I -1111 se - gli = 11 se - gli = due, y) con se
, y ,ZEX

due
, y) ; 11 se - yll = ll se - ztz - y il = Il 2-zllthz.gl/-d(se,z)tdlz

, y)

⇒ Ogni sq . vettoriale marinato è anche uno sp .

metrica

ponendo 11 se - yll = d ( se, y) (
"

distanza dalla norma" )



Se ( K , d) è uno sp .

metrico a K. E K
,
anche ( ka, d) è metrico .

Se ( X, Il . . . ll ) è uno squat . tornato, è anche metrico,
ogni suo sottoinsieme xo sarà metrico

,
ma in generale

non sarà uno sq .
vett

.

sp . metrico # sq .

vett
. (marnate)

sp .
vett

. marinato ⇒ sp .
metrica

sp .

vette e metrico # sp.
vett

.
marinato



1.2

ci

sia All - ll)
,

uno sq .

vett
.

marinato e { senza X una successione
di elementi di X

.
si dice che la successione {xp è

di Cauchy se :

+ E so 7 ho t.c.vn
,
ma ho Il sen - senti < E

ossia se : Il sen - senti → O per n , m→ co

sia ( × ,d) uno sp .
metrico

.

Si dice che lo spazio è
completo se ogni successione di Cauchy in X è
convergente a qualche elemento di X

se × è una sq .
vett

.
marinato

, ceeuqleto (come sp .

metrico),
si dice che X è uno spazio di BANACH .

Esplicitamente : (× , 11 . . .
ll) sp .

vdt
.

marinato
. se {sen} è di

Cauchy , ossia Il sen - km/l → o per n
,
m → co

,
allora

3-E EX t.c.ru→ E cioè Il sen - EH → O



× = CI -1,11 g. (a) = {
×
"
se zelo, e ]

- IN "n
se ne e. 1,0)

Il ftp.i = !! fluida

fu è di Cauchy in questo sq.net . nomato infatti
fn :

Il fn - falli = Il free) - feed da = 2 Il gnam - fmcxildse = :

= 2 !
"

là" - sin da = a { la' " - sì , da =

= al - ÌI I. = al
reato

ÈH - ¥+1) → al - D= a
1 se E (0,13

false) → gen) = { o no infatti :
-1 NEL-1,0)

Il fn - file = a Ilse"" - il da = 2 ! Ci - si") da = 2 ( i -¥ ,) → 0

ma f è discontinua cioe € èl -1,1 ) ovvero
non esiste g E è f- 1,13 t.c.fm → g in norma li

si può concludere che { fu } è di Cauchy ma _ non converge in[
°

con la normale
, quindi lo spazio marinato NON e COMPLETO



fn : f- 1
, 1) → R false) = IN

" ti
n = 1,2 , . . . false) ⇒ IN = flze)

11 In - file . = III , I fnlr) - f (a) I → O per n → Ho

Quindi feci f- 1,13 converge in norma è alla funzione
ferite ,

-1] che però non è derivabile in se -0
.

Impeto Includere che è
,
con la norma è mai è

di fa , lo]

¥1
.



1. 3 -4

siamo fn : I → R n = 1,2 , 3 . . . (con I EIR) e sia
f : I → R . si dice che f# f puntualmente se
tu c- I 3 figo finche fcx) o in altre parole
ttx e I

,
V' E > o 3- no t.c.tn> no I free) - f. (a)le E

si dice che fa → f uniformemente se

+ E > o tra te.

tirano lfncse) - feed < E tre EI o in altre

parole te > o 3- no te
.

tirano Il fn - file . < E

sia fn : I → R n = 1,2,
3
. .

. (con I EIR) e supponiamo
che la sua

. { fn } soddisfi :
+ E > o 3- no t.c.tn

,
m ⇒ no Ifnlx) - finiscila E tre I (detta Canal

.

di Cauchy per la cena . unif . )
allora 3 f. I → R t.c.fm → f uniformemente .



D: 1) mostriamo che 3- f : I → R t.c.fm → f puntualmente inI
2) mostriamo che fu → f unif .

1) Mostriamo che fissato comunque sì e I, la sua. In là)
è come . ( a un limite finito gcà))

Hp : HE > o In. t.e.hn, ma no Ifnlr) - frugale E t.LI
in particolare lfnlà ) - fmlà) le E

ossia la sua { fuga ) ( è una sua .
di nun .

reali) è di

Cauchy in R .
Ma IR è COMPLETO

Quindi { fnlàt } è convergente a un certo limite fcà) .

se è un x qualsiasi in I , perciò ho provato che 3- f : I → IR te .

fa → f puntualmente in I .

2) Mostriamo che fa → funif .

Hp : (* ) KE >0 3- no t.c.tn
,
ma no lfncse) - fucile E 72 EI

LÌ
.
Ignee) - fmlril ⇐ E

÷È
Abbiamo dimostrato che
VE so 3h

.
t.c.tn > no Ifnlr) - ferite E tre EI cioè fu→ funif .



Lo spazio E fa , si] con la norma ri è completo
( spazio di Banach)

di èla ,
» Il file. «⇒ e max Iflril

see lap)

sappiamo già che è una sp .
vdt

.
marinato

Mostriamo che è completo .

sia ffn} di Cauchy in ritmo] cioè ignc» - frugale e
# E > o 3 no t.c.tn

,
ma no Il fn-fmlle.ca

,
»e E

→

Allora la sua { fu} soddisfa la
"

conci di Cauchy per
la cena. nuif .

"
e per il tono . precedente : Af : la ,

lo] → R

t.c.fm ⇒ f nnif .

Poiché la fn sono continue e fa → f unif , anche
g è continuo ( ferita ,b) )
Dire che f# f unif . significa che il fn-flle.ca O

cioe fn → f in rica , b) .
Quindi { fu } è convergente in e;

e l'fa , è completo .



1. 4 - 5 - 6
CONTINUITÀ

sia fn : I → IR
, f : I → IR (con I EIR) e supponiamo che

fn → f nuif . in I . Se tutte le fn sono continua in IEI,
allora anche f è continua in à .

siamo fn : I → IR (I ER) , f : I → IR e fu limitata , se LIMITATEZZA

fu → g unif allora anche f è limitata

siano fn : fa , b) → IR Riemann - integrabili e sia INTEGRABILITÌ
f : fa ,

b) → R
.

Se fn- f unif in Cap] allora f è
Riemann - integrabile e [ free) da = figliola per n → to .

siamo fn : I → R derivabile nell' intervallo I e supponiamo che :

1) 3 f : I → IIR t.c.fm → f punt . in I

2) 3g : I → IR t.c.fh-guuif.int DerivaBILITÀ
Allora :

1) f è derivabile DEI LIMITI UN IF
.

a) f
'
= g (perciò si → f

'

unif .)
3) fu → f unif .



es : fulse) = lsel
'

E l' f- 1,1 ) fncr) → pel = f (a) che non
fu → funif .

è derivabile

( Itf ) x
""

se > o

finte) = ( Itf) tal
""
signore) = { o x. o = f

'

- (Ittiri
"

se < o

fi → f
'

solo puntualmente
1 Re (gi

f. (a) = {
×
"
se scelga ]

- IN "n
se ne f. 1,0)

E è f- 1,1) ft) = { o a - o

In → 8 solo puntualmente , infatti g # è f. e , 1)
- ' "etto )

es : fu : ( o, il → a gncse) . { ti rechi I

figgere, = { te ne lo , y
"a retata}

-

O se = o
} = fcze)

Isaia:ÌÌ÷éÉÌ!
.



1. 5
CONTINUITÀ

sia fn : I → IR
, f : I → IR (con I EIR) e supponiamo che

fa → f uuif . in I . Se tutte le fn sono continua in IEI,
allora anche f è continua in à .

D : devo dimostrare che f è cent . cioè
¥ E > O 3. E > o t.c.hn EI Ise - site E ⇒ If (n) - feste E

suppongo che fn → f uinf . cioè
tt E > o tre t.c.V-ns.no si ha lfncr ) - ferite E tre I

Fissiamo E >0
.
Fissiamo na canna sopra e scriviamo

I fini - fcàtl ⇐ lflri-fn.CN/tlfndN-fndnY-lfndEI-flEIl
< 2 E tlfn.la) - fndzetl ↳ disng . triang .

Poiché fno è continua in te
, per E > o fissato 38 >o tic .

la -siete 8 ⇒ lfn.CN - fnolàtl e- E

Allora se la - E) = e si ha 18 (n) - f (E) le ZET E = se

abbiamo dimostrato che
+ E > o 3- oso t.c.tn EI 12 - El < e ⇒ Ifcsel -flà) 1=32



1. 6

siano fn : fa , b) → IR Riemann - integrabili e sia INTEGRABILI TÉ
f : fa ,

b) → R
.

Se f# f unif in lap] allora f è
Riemann - integrabile e [ free) da = figliola per n → to .

(
ein. dell ' integ .

D://if.la) da - sigla) dal ⇐ fil false) - finii da ⇐

ftp.jfdh-flhl - ( b - a) → o essendo la cena
. uniforme

cioè ÷?» Ifnlr ) - f (a) I
= 11 fa - file.→ o per n → ho



1. 7

Cola ,
b) : sq .

vett
.

marnate (con Il - Ile . e d. Ita) completo ( con Il - lled
è la

,b) : sq .

vett non marinato

è (R) : sq .

vett non nomato

e:(R) : sq .

vatt . marinato ( con Il - Ile.) completo ( con K- Kea)
e:(K) : sq .

uett marinato (con d' Ile. e Il - Ile) non campa .

ci fa ,b) : sq .

vett
.

marnate (con Il - He . .ee ll - Ita) completo ( con Il - Hee)
e:(R) : sq .

uett
.

marinato ( con killer e II. Illa ) non completo

e:c e:(Ne e:(R) c è (R) è la piccola ,b) e èla ,b)



2. 1

sia a un insieme qualsiasi . si dice a - algebra
( in d) una qualsiasi famiglia M di sottoinsiemi
di -2 (cioè ME E tale che :

1) reM
2) HA E M sia À EM (m chiusa per complemento:)3) M è chiusa per unioni numerabili , cioè se
{ Anzi , An E M allora

n
! An E TR

Se si è un insieme e in una o - algebra in -2,
(R,
M) si dirà SPAZIO MISURABILE .

Gli elementi di m si chiameranno anche " insiemi
misurabili "

.

sia fr ,M) uno sq .

misurabile
.

si dica misura su

(R, M) una funzione µ : M → [0 , tu] tale che µ
sia numerabileente additiva

,
cioè :

+Gufi An e M si ha
µ ( Ian) = È µAn)
-

a2a2 disgiunti



se µ
è una misura su (r, M) si dirà che

fa, M , µ) è uno SPAZIO DI MISURA

Meisuaelelceuteggie
sia a qualsiasi , M = 8 (r)

se A insieme finito , µ (A) = no di elementi
di A¥ A EPCR) µ (A) = {

se a u infinito , µ (A) = + a

Misura atomica di Dirac
-
- _

-
_ - - -

-

sia r qualsiasi , M = P (r) .

Fissiamo un x. er
ko E A

"

Misura di Dirac centrata in sei µ (A) = f) x. ¢ a
Misura di Lebesgue
( r.
I
, µ) deve µ è la misura di Lebesgue



2.2

Esiste una a- algebra 2 E P (Rn) ed esiste una
misura µ su ( Rn , I) che chiameremo misuradi Lebesgue in IR" con le seguenti proprietà :

O

1
.

La a- algebra L contiene in particolare tutti gli
insiemi aperti , chiusi , le unioni e intersezioni
di famiglia numerabili di aperti o chiusi . (In pratica
E contiene tutti gli insiemi che riusciamo a definire
costruttivamente

.
Tuttavia è noto che L € P (Rn)) .

2
.
Se I E pi è una n - cella cioè : I = (ai

,
b.) x la a

,
ba) × . . . × (an

,
bn)

allora µ ( I) = I b ,
- a , 1 . I ba - art . . .

.

- Ibn - art
.

Ne segue che
la misura di Lebesgue degli insiemi

elementari coincide con la misura elementare

(aree di poligoni , volumi di poliedri , sfere . . . ) .

3. µ
è invariante per traslazioni .

4
.

La misura di Lebesgue è completa .

5
.

Se EEL
, µ (E) = infÈ

, µ ( Ita) dove {Irti , sono n - cella e IK a }
I



2. 3

Se f : a → ( o, tu} misurabile si pone
{fondate) = È: fede) duca)

deve { sa} è una successione monetaria crescente di
funzioni semplici convergente puntualmente (a- unif .

se f è limitata) ad f .

Una funzione si dice semplice se -

.

1) è misurabile , ovvero è misurabile una (e quindi tutti)
dei seguenti insiemi
{ al flat » a } , { al flat ⇐ a} , { al flat > a} , fulgente a}

2) assume solo un numero finito di valori

se f : A → R è integrabile, ovvero 18 (a) 1 è misurale. e

{18h l duca) < ta si pone:{fondati = fatti duri - faftniqucai



se f : si → ci è integrabile si pone :

{fini duca) = fare (a)duca) * iffm ludoteca)

e l' lr
,
m

, a)
zàDate f , g integrabili si ha : ←
on

- tu
, ↳
e R off , flat tcagca) ) dieta ) = c. fifca) duca) t ↳ fagli dirla)

- f e g g.o in r ⇒ {fini duca) ⇐ leggi dure )
A E B e f 70 → fa fui duca) e sagge) da (a)

monotonia
-

µ (C) = o ⇒ { fin) dual --0 annullamento
f = O g.o in r ⇒ sagge) duca) - o
se ffflai Idrica) = o ⇒ ftp.oq.o.inr

- additivita rispetto all' insieme di integrazione



2. 4

sia (r
,
M
,µ) uno sq .

di misura (µ completa) . LEBESGUE

siano fr : si → IR misurabili e supponiamo che
3- f : d. → IR t.c.fm → f per n →tu g. o .

in 1

Supponiamo che 3g E L' (E) t.ci/fnlxH=gIV-n e
per g. o .

se er
.

*

Allora la fa sono integrabili , la f è integrabile ,
-{ I film - fluida (a) → O per n → + co e in particolare-
⇒ Gloria) duca)→ {fin) duca)
int

a-domiuanteiut-grabile.clalla convergenza dominata
Il teorema di Lebesgue è usato per dimostrare la
continuità e derivabiletà di integrali definiti da
un parametro , come lo sono la trasformata di Fourier
a- di Laplace .



Infatti , entrambi i teoremi sulla continuità
e derivabibita di funzioni integrali dipendenti da
un parametro, scritta come

fini = fatela ,y) du (y)
richiedono l' esistenza di un maggiorente
integrabile di Ikea , g) 1 e di 1 #Ha, g) / ( per un interno
di no )



2. 5 CONTINUITÀ
INteca .

Sia (R
,
M

, µ) uno sp .

di misura
, (a , b) E IR e sia dip .

K (se , y ) : la ,b) x r → R t . c. DA UN

PARAM .

1) tre Ca , b) K ( se
,
. ) è misurabile in r

2) Per q . - . YER KC
, y) è continuo in se .

3) 3 g E L' (d) e
J un intorno di x.

,
(se. - E

,
noto ) t. c .

1k (se, y) 1 E g.( y) tre (se. - E , roto ) garq.co . y ed

Allora fcr) = frklx , g) dies) è continua in se.

D : prendiamo una generica successione { sen} e (a ,b) , sen→ re
e proviamo che fcsen) → fisco ) per n → tco

, ovvero

III. {Klan, g) dlucg) = film , y) du y )

klr , y) è misurabile per ipotesi, e quindi lo
è anche K (Kr )9) '



Essendo kf , y) continua in reo per g.a yer , possiamo
dire che

K (an , y ) → K (no
, y ) per n→ tco

Poiché 3 ge E t.c.lk ( se , g) I ⇐ gcy) per q.o.yerttzeefeo.ci , rate )
allora è anche vero che

, per
n abbastanza grande,si avrà

1k ( an
,g) / E 819) per g. o . yer

Allora per il teorema della convergenza dominata
K (sen , y) ( e ovviamente Kfse . , y) ) sono integrabili e

{Klan , y) → ↳Kira , y) duty)
ovvero : f (sen) - fin cioè f è continua

in see

jcx) = µ e-
aii'
Ydy f : R → R f E L' LR)

y↳ fcy) e-ritiro è misurali
.

in IR ( Ha fissato)
se ti f (y) e-

⇐in é cent
.
in LR ( Hy fissato )

lfcy) e-attimi = If (y) ) e l' (a) ⇒ f è ben definita e f è continua su tutto R



DERIVAB.
sia (r , M , µ ) uno sq .

di misura
. ( a , b) ER INTEG .

K : (a , b) x il → IR t.ci
.

DIP .

DA UN

1) tre (a) b) K ( se
,

- ) è l' (d) PARAM .

2) Per q . - . y ed a tt se E ( se . - s , noto) 3 ¥449 )

3) 3g E L' (d) t.c.IE#cr,yy=g(y)perq.o.yer,ttzee(ro-fxatg
Allora 3 giro) = {Était ducs) ,
anzi tre (se.- E

,
rate) 3 film) = Si duty) .

D: film ) = lui; flrthi.fi#tu

sia hn → 0 e consideriamo

fèro) affrontassimo dpdy) (K integrabile)
Fncy ) = klseothniyh-nklra.SI È ¥à(x. , y ) ( FI in se

.
3
per hq)



Ky e r fissato
, per
il tee

.
di Lagrange 3 a-ne [ no , seothn]t.ckcxothn.ysn-nklr.ci#=%ffEn, y) dove sta → ko per n → tca

Poiché 3g e le Cr ) t.ci/ofcr,yy=g(y)perq.o.yer,ttzeepeo-fxatg
per n abbastanza grande possiamo dire

Italy i I = / Fatta , g) le gcy)hn

se si può quindi concludere che

g.
'
cade fiaschino) = fico ffncy) duca = ! 9) duca)

f : R → IR , felicita ) fica) - fafly) èatisndy

j è definita e continua su tutto R
.

se f è derivabile, ftp.adf gcyièzùins) dg = !- antiyf (g) e-
" in

dy
= - atti / yfcy ) èauintsdy

yfly) deve essere l' IIR) affinché f ' sia continua
→ se y fly) E L' LIR) allora § Eè (R)



2. 6

sia f (se , y) : IR
"
→ IR (o e) misurabile .

FUBINI - TONELLI

1) se flr, y) a 0 in R
"

allora valgono le uguaglianze
# ftp.eflxisidyldn-f.ee/*fCr,y)dse)dg--fa.nfln,y)dsedy
dove ognuno dei termini può essere finito o meno .

2) Se f ha segno qualsiasi (o è complessa) e un
integrale iterato di ifcr , y) , è finito, allora vale #

per 181 e anche per f , e questi integrali sono finiti
3) Se f E L' LIR

") allora valgono le conclusioni del q.to 2 .

Usato nella din
.

del teorema che afferma
che la cavo .

di due f . Le è ancora li

Usato nelle chine
.

del Tee
.
sulla relazione tra

trasf .

di Fourier e convocazione
.



2.7

siano f , g : IR
"

→ R (o e) misurabili
,
si definisce

convoleraione di f eg ,
e si scrive f. * g , la funzione

⑥ * g) ( r) = [flr - g) gcy) dy] (purché l' integrale
converga ,

almeno

per q .
a. see IR

" )

- commutativa f # g = g * f
- associativa ( f * g) * h = f * (g * h)
- in IR

,
se f , g E L' LIR) simmetriche , vale la tabella :

f * g f pari f dispari

graffitig dispari f# g dispari fig pari

-

cena
.

di segnali :{effe -e) ult-elghnthdt-%Ce.bgNote



siano f , g e l' ( Rn) , allora f# g E L' CRY ,
in particolare / ( f * g) (a) lato per q.co. se .

Vale:

Il f * g Hunan E l' 8 " rapii Il g Hunan )
D : voglio dimostrare che f.* g E L' CR

" ) ovvero

↳ ( f # g) cast da = fretta.fm - y) gi g) dy ) da < + co

(supponendo F (se, y) = f la -g) g (y) misurabile)(
=/
,
( %dfla-yilglyildyldxjf.nl/.rnlfCr-y)llglyYdn)dy

te
- di Fubini -Tonelli ( integre .

iter
. di 1 fin - y) gly) I > 0 )
←

= fanlgcyil ( ↳ lflr -yildx) dy = friggili !! gczildz) dg
= A filmini llglhecirn, < tu per ipotesi

!
K - y - z , da = dz

sia p e fa ,
+ co) .

Se f E L' ( Rn ) e ge E CRY YOUNG
allora 3 f * g E L' CIR

") e vale :

ttf # gli. = llflli . ll glie



2. 8 - 9

sia (r, M , µ) sp .
di misura (µ completa) .

←
l' (a)

Diciamo che f e li (r, M,µ) per un certo pe µ , +
co) se

f : r→ IR lo e) misurabile e fighi 'duri et co
↳ ( funzioni " p - sommabili

" )

Gli spazi l' fr) sono sq . vett . normali per pet.%ca.IS KY
Inoltre sana sp .

di Banach
. { li è la sq . delle f essenza

.

limitate cioè limitate a.a}
siano

g , q
e fa ,
tu] esponenti coniugati .

Holder

se felice) e g E
L' (d) allora f. g E L' (d) e

Il f.gl/ucr, e il filerai Il glam



sia (r, M, µ) uno sq .

di misura con e

siamo 1 e p ,
e fa a t co .

Allora (r) a l'Tr) e il file .ca, e Il file .ca,
-MrÈ

- ¥

Gli spazi E (r) per qe (0,1 ) sono spazi vettoriali,
non marinati in quanto non c' è una norma valida
che rispetti la proprietà di disug . triang .

si può tuttavia daf . una distanza come

d ( 8 , g) e fif -81 ?
Gli spazi l'(a) per pelo ,1) seno quindi un
esempio di sp .

oett
.
matrice nera marinato .



2. 9

sia (r, M , µ) sp .
di misura (µ completa) .

←
L' (a)

Diciamo che felice ,
M
,µ) per un certo pe µ , +

co) se

f : r→ IR lo e) misurabile e fighi 'duri et co
↳ ( funzioni " p - sommabili

" )

L' (a) con p
= + co è lo spazio delle funzioniessenzialmentelimitate

,
ovvero si dice che fa l'Cr ) se f è

misurabile e 3 K > O

t.co/fCse)lE K per q.co . se ER

si definisce 118 Hera, e sfere» 18471 e inffk > 01 I finti ⇐ K
}per 90.

REA

sia (r, M, µ) uno sq .

di misura con e

siamo 1 e p ,
e fa a t co .

Allora (r) a l'Tr) e il file .ca, e Il fileraiMerÈ
- È



D: sia f E MIR) , voglio dimostrare che ↳ (a)Home to

/ lfcril" duca) = fighi" . 1 dice)e

e-

Applica la disng . triang .
di Holder a 181" e 1 :

scelgo p = ¥ ,

> 1 e sia q Àesq . coniugato di p .( I fine E perché fflgcnil E. dati e + o poiché fetta
>
± ( saligni " )"a dieci)È . ( si 'due)

""

la = i -¥
= ( fr 18411 "duca))

"
"
+(a)

' - Fa
e i

_ pypa

Elevando a la ottengo :( 118cm "dump
"

? ( fdgcny
"

duca))
""veritàÈ

r

Il ftp.rcr, e Il file. - µ fatta
- È

(Il tao. dice che se il secondo membro finito fa
è anche il primo)



Si definisce I'edit) = { f : È→ Rca e) / f è misuralo .

e treni limitato è felice}
Per gli sq .

L'
⇐ ( Rn) valgono le stesse inclusioni

degli sq .

L' (d) con d. limitato
,
ovvero

L'
eaa (Pi) e LINK") 7 .

. .

7 LICK" )



3.1

siano X e Y sa .
vett marinati e sia

T : x → y un oq .
lin . sono equivalenti

le seguenti condizioni :
1) t è cent . in 0 ( cioè li senti

,
→ o ⇒ IlTrendy→ 0)

2) t è cant
. in ogni E di X (cioè HEEX

Il sen - è Il
+

→ o ⇒ lltsen - TEN, →
0 )

3) ] K > O tale che Il troll , e KH sell
,
tre X

ossia III.
"

e + o

siano × e Y sq .
vett

.

marinati e T : x → y un

operatore .

si dice che T è continuo (o limitato
'

se vale una delle tre condizioni equivalenti
del teorema precedente

In tal caso il numero III. " III. × si dice
norwadallioqaratoret-asi.indica con Il Ttl

#×,



LCX
, y ) = { T : X → YI Tai liu .

continua}
= spazio di tutti gli og .

cin
. continui tra XEY

lei. T : IR
"
→ Rm

Ta : E → AI A : matrice mxn

( tasti ) i = È,
aijsej con i= 1, -

.
.

,
m

tardi 1 e Était lait la le K Hi
, j

⇐ K È Izejl e K Il Tilt

⇒ ll tanti = e il sett taè continuo

⇒ : fissiamo una g E L' CIR
") e consideriamo l' operatore

Tg: f '→ f * g Tg : l' CR" ) → L' CR" ) (t è lin . per le

proprietà dell' intesa)
Essendo f , g E

L' Upi ) allora il f# gite llfthllgth
Il Tgf Ille = llf *gli = 118 di 11814 = Il ftp.e.ie ⇒ te è continuo



⇐ : T : è IR) → e:(R)

T: flat → zefiri , fa e:(R)
T è lineare

,
ma rianimo, cioè $ K >o t.cn

.

Age e:(IR) sia Il Tflle. E K Il file. ovvero
[[ Infinite K¥7,18411

Costruiamo una successione di funzioni per cui

SI I freni e 1 sana In fda) I → to pare n
→ + a

fca) = { ' - ' zebre .fi , yo
,
altrimenti Intese flk- n) ⇒ sgpiagncsey.ir

dovremmo avere che ne le - 1
per n → to ⇒ assurdo



3. 2

sia X uno sq .
vett marinato su IR ( o e) .

si dice funzionale lineare continuo su X un
operatore lineare continuo T: X → IR ( o E)

Esplicitamente : ti × → IR

T (di f , t da fa) = ditf , t deTfe
se fa

'FI! etco o anche a te > o te
.
tre X Itale KIRI

×

In tal caso il numero II.
'II! si dice nerinadal funzionale

LCX
,
R) = X'

a X
* "

spazio duale
" di X

t.name#oe-losqaziadi-
tutiifmzianaliliiùimis



⇒ : X = l' f- e ,
1 ) con nonna E?

T : f → fico) t è lineare
Itfl = It' (ott e III., I fichi e llflley. . » T e- continua

ea : funzionale " integrale definito " × e EIA ,
b) con nonna lo

tf = figli da tè lineare

ITL1 - I fifcridxl E Il gilè,»
- lb - al tè continua

a : T : e :(R) → IR con nonna ti
T : f - f (o ) t è detto

"

funzionale di valutazione
"

t è lineare e ben definito .

Per mostrare che non
è continuo costruiamo una successione fn E e:(R) t. c .

fn (o ) → tco per n → tco ma {rlfnl = 1 ttn .

fn (a) = nfoil!
- '%eE.ee?Itigncri=nfcnze) e ↳ ignuda -1
)

h = K - 1
e

assurdo



4. 1- 3 - 4

Sia Il mio sq .
oett

. ( su IR a e) .

Diciamo che V è uno sq.ve#canqroddt-oscalare
se
,
oltre alle 2 operazioni di sq .

vett
.

,
è def

una terza operazione
" prodotto scalare "

:

( it
,
È) : il × V → 1K ( IR a E)

e soddisfa queste proprietà :

(
linearità

1) (din ,
t detta

,
5) = di liti

,
e) addita

,
È) sulla prima)

H di , da E IK ni
,
ma
,
✓ E V componente

2) a .
se # = R ( it , E) = (E, ti) (proprietà commutativa)

b. se K - e (it , ti ) = (viti) empasse coniugato

3) ( èi , ⇒ 0 tue V ( e tu ,
it) = O ⇒ èi = 0 )



Sia V uno sq .
vatti

. con prodotto scolare .

Allora :

1) Vale la
"

disuguaglianza di Cauchy- Schwartz
"

:

Hei
,
ti e v Kei , Ed eFTÈ

2) Se si definisce link = TÈ) , allora Il . . - ll

soddisfa le proprietà della norma
3) La nonna definita qui sopra soddisfa
A ' "

uguaglianza del parallelogramma " :

Hèi
,
E EV Il èit EHI die - Ella = 2 ( limiti li ùll ' )

Se V è uno sq . vette .
con prodotto scalare metteremo

in V da "
norma del prodotto scalare

"

V con questa struttura di sq.net . noverato in cui la
norma proviene da un prodotto scolare si dice
spazio pre - hilloertiano

si dice spazio di Hilbert uno sq . pre
-hillretiano

completo .

Ossia : uno sq .
di Banach la cui

norma proviene da un prodotto scalare



mi

ca : Il = IR
"

(cit , E) = Iui vi è un qrod . scalare
i = i

link = ENI = Eni (norma
i = , i " euclidea)

norma indotta dal prodotto scolare , R
" è completo

→ 'V è di Hilbert

era : V = è la ,
bi ( f , g) = Ègli gtrdn.gg : fa ,b) → E

1181 = tag = llflhaca
.
»

! !
=

→ La norma indotta da questo prodotto scolare
è la nonna li

[
°

fa , b) con la norma E NOI è completo
Questo è un esempio di sq . pre

- hitleriano che
non è di Hilbert



ea : X - Ela , M , µ) ( f , g) = { finga duca) 3rad . scalare

Questo è un graal . scalare che induce la
norma [ (r) .

Quindi Ela
,
m
,µ) è uno sa .

di Hilbert
essendo L'

se V è una sq . pre
- hillrrtiano

,
la nonna

e il prod .
scalare sono continui

,
cioè :

1) { sen} e Il t.c.hn → se (cioè : Il sen - sell → 0 )
allora 11 senti → Il sell per n → + co

.

"

La convergenza in norma implica la convergenza
della nonna"

2) fyn} e il tic
. yn → y allora ( sen , yn) → (se , y)

per n → t co .



D: 1) per la disney . triang .

111 senti - Il sent E Il sen - sen → 0 cioè li senti → Il sen

2) Hp : sen → se yn → y
Ts : (sen , yn) → (se , y)

/ ( sen , yn) - (se , y ) ) e / ( sen , yn) - ( sen , y) t (sen , y ) - ( se , g) I

= / ( sen
, yn

- y) t ( sen - 2, y) )

e- then
, yn

- y ) I t / ( sen -K, g) I

disagi di →
Cauchy - Schmidt E li senti il yn - yllt Il sen - sentigli → 0

t t t
per n # co

1124 0 O



4.2
PITAGORA

sia V una sq . pre -
hitleriano e siano ùi

,
. . .

,
En 1

vettori a 2 a 2 ortogonali cioè : (E , = o ti # j

Allora : dà Ella = È livida
in bilinearità

di lieviti = LE , Iei
! È ⇒

=)
ie i jet

= È là , I = È il villa
i = I

PITAGORA
sia H una sp . di Hilbert

,
sia { senti , E H e sugge 2

niuno che FI Hsien 112 e tu dove gli sen sono artog.az -2 .

Allora a ste H tale che la serie È In [ è in H
Inoltre ÌII sinlfellàll' = Il [ tinti ? vuol dire che :

vi n → tco

In = Isère
,

11 En - E' Il → 0

K = I



D: devo dimostrare che { su}!
,

con su = È
,

5in
è cauverg .

in tl (a un certo E) .

Poiché ti è completo , è sufficiente dimostrare che
{ sn} è di Cauchy cioè :

somma di un
11 SÌ - Ìmll → O per n

,
m - to/ no finito di

nsm vettori a 2 -2
Hein - Inn

'
- ll È

,

Ìn - ¥
,

è
⇐ d' = Il EIIÈNII' = ortogonali

= Ìn! sé li
'

- È il Ille - Elianto on - on→
È +

i
"

nei
K K = ,

e applica il tea .

di Pitagora - 1
cioè on è la successione delle somme

parziali della serie numerica È il sentii che per
ipotesi converge .

{ con } è convergente , quindi è di Cauchy , quindi
On - On → 0 .

Quindi anche il sì -5mV → o
,
cioè {sì} è di Cauchy

in te
.



4.3

Una sq .
di Hibbert è una sq . di Banach la cui norma

proviene da un prodotto scolare .

sia V uno spazio pre -hitleriano, dico che è , . . .

,
È EV

sono un sistema ortonormale se sono a 2 a 2

ortogonali a ciascuno ha norma 1

(èi
,
è;) =/ ;

se i
→ →

se i ⇒ j oppure (ei , e;) = di

PROIEZIONI
sia V uno sq . pre-hilloertiane , Vn un sottospazio n - dimensionale
di V e sia È

,
. . .

,
èn una base ortonormale di Vn .

Hit e il -3 ! Io e V tale che :

1) Il E-ùll = min } NE - tilt 1 E alla}

2) E - ti t Va (cioè (E - it , E) = O HEE Va)

3) È = II lei , è ;) è,
4) Il ùll

'
= TÌ lui , è;) la = itune



sia H uno spazio di Hilbert , dico che { èi } ! , e H
sono un sistema ortonormale numerabile se sono a 2 a 2

ortogonali a ciascuno ha norma 1

( èi
,
è;) =/ ;

se i
.. →

se i ⇒ j oppure (ei , e;) = 8 ij

Per ogni n fissato , sia Vn il sottospazio di te ,
n - dimensionale

,
che ha

per base
ortonormale è

,
- .

.

,
èn

definiamo la serie di Fourier dell' elemento n' e H come

puoi = È lei, è;)È
che è la proiezione di te sul sottospazio Un

Inoltre il pinna
'

= È Il lei , EH! È lui , l' < limite Hn
ovvero la serie è convergente e si ottiene

÷,èù disegnagliaueadib.es#



Per il Tao di Pitagora , essendo (it , è ;) è; una sera.
di

vettori a 2 a 2 artog .
la cui serie in norma

converge , si ha che :

co

→

3- it e H te
.
Elie

,
è ;) è; e ±

-

j = i



4. 4

Una sq .
di Hibbert è una sq . di Banach la cui norma

proviene da un prodotto scolare .

sia V uno spazio pre -hitleriano, dico che è , . . .

,
È EV

sono un sistema ortonormale se sono a 2a 2

ortogonali a ciascuno ha norma 1

(èi
,
è;) =/ ;

se i
→ →

se i # j oppure (ei , e;) = Si;

sia H una sq .
di Hilbert

.

si dice che { èn}
"

è
un sistema ortonormale completo ( s .

a. n .

È) se
1 h = in

1) ( èn ,
Tim) = Sani { e n + m

( s . a. n)

2) Hit E H se lei
,
èn) - 0 Hn allora n' = è



sia H uno sq .

di Hilbert e { èn} ii.un s.o.n.c.in H .

TRASF
.

Di

FOURIER
s

# ZEN definiamo è = { àn}; con à là , èn) .

→
•
1Allora LEI ossia tentato . sp. di successione

-
L' operatore 7 : H → l' ère ,

iniettivo
,

-

7: E i- { Enti semiattive ,causoevailprod.sca.com#anounattE,yeHlà , 5h, = È xinyn = CÈ , e} )# si e H Il à III = E lànl ' = 11 Fede
N = 1

In sintesi : l' operatore 7 è una isometrie
di sp .

di Hilbert
.

( 7 si dice trasformata di Fourier sulla sp .

di Hilbert)
co

Inoltre
,
Itri si ha sti = È sénèn cioè : la serie di

Fourier di se converge a sì, Hsé EH
N

%: il à - E à ; è; the = o l' = { tanti , 1 È
,

ai e + co }
jet



co

D: per il
Tea

.

di Pitagora HE' EH SÌ = E sénèn
nel

• Mostriamo ora che se il s . a. n
.

è completo
allora E = è

Per daf .

di s
.
a. n - c

.

se dimostriamo che

CI - È
,
èn) = o Hn allora si - E = 0 cioè si = I

→

,

→
→ - →

( se E, en) = ( se , an) - CÌ , èn) - sein - ( FI à; èj , èn)
! à

.
- è
.
. or

àn =
&"

Perciò H è e ti abbiamo ti = È sin èn
e per

l' ortogonalità il stilla = IT'sink
M= I

° Inoltre 117 (E) III. = Il Ì ll ! perciò 7 è iniettivo ( 7 Cà) = o ⇒ se = o )

• per mostrare che 7 è suriettivo
, supponiamo una

successione { Iii , e l
'

per cui È
.

Il d.è!
?

et co

quindi per Pitagora -2 3 Ti E H t.c.si = È dnèn



Se mostriamo che sin = da allievo gravato
che 7 è snriettioa

In = (è, E) = ( È djèj , èn) e IL dj ( è , èn) = da ✓= , / = I

lire
.
e canto del prod .

scalare

° Mostriamo che 7 conserva il quad . scalare .

Siamo E
, je H .

Ts : là , 5) µ = ( ICE ) , 7 (5)ti = È sin Ìn-

n = 1

Sappiamo già che si e 5 sono somma dalle loro
serie di Fourier :

~ bilioni e cant
.
del

• 1 → i →

(sì , § ) = ( FI sen en , [ , ymem) - pod .

scalare

= III. ( ànèi , ytnèm) = È
,

àn È
7-

Ìn - Yin . 8mm



5.1 - 2- 3- 4

sia f : IR
"

→ IR ( a- E)
, f E L' CR

" ) e poniamo

j (5) = {nf ( y ) e-
« is.by per 5 e Ipi ( 3. y = È,

Sig ;)

j si dice trasformata di Fourier della funzione f E L' CIR")
Inoltre

,
l' operatore 7 : fi- f è un operatore

lineare continua con norma minore o uguale a 1
appartenente a d. ( l' CR)

,
CICR)) ovvero 7 : l' (E)→ l'*CR)

siano f , g e
ti cura) .

Allora f- ( f * g) = f. g)

sia felicita) n CICR) , f derivabile a tratti , f ' e l' CIR) .

Allora 7 ( fila) ) (5) = arieggia )

se fa l' CIR) e sefcse) E L' CIR) allora £ Erick) e

§ (5)' a 7C - aria feri ) (5)



d- Ifa) = ( JT e 7 ( fa ) = ( J ) .
dove false) = ha 812) e falsi = flan) ha >o

f : IR
"
→ IR (a- E)

D: 7 ( fila) ) (g) = ↳%) èaùisbdy e

poiché fece:(R) = [ figiia ); + ↳gly)aaigeiaeiss-aaibfngcyieeisu.org
D: dj fils) = Igµ ( y) è

"'s"
dy = ↳ dj( f (g) e-

sei» ) dy =

= ↳fly) fatti g) e-
" itsldy =

= 7-fzieiyfcy) ) (5)



5.2

sia f : IR
"

→ IR ( a- E)
, f E L' CIR

" ) e poniamo

j (5) = {nf ( y ) e-
« is.by per 5 e Ipi ( 3. y = È,

Sig ;)

£ si dice trasformata di Fourier della funzione f E L' CIR")
Inoltre

,
l' operatore 7 : fi- fi è un operatore

lineare continua con norma minore o uguale a 1
appartenente a d. ( l' CR)

,
CICR)) ovvero 7 : l' CR)→ l'*CR)

se f : IR→ IRavalarioaalif(5) = {f (g) cascareg) dy - iffcy) sangue } g) dy
- --

Ralf ) Info)

se f è anche pari : In (f) = o ⇒fièrealeeqarif(5) a fa fly) cascate by) dy = a [Ily) aostani}g) dy
se f invece è dispari : Raff ) = O ⇒fièinnnagiuariaf(5) = - i fa f ( y) smilze § g) dy = - zifigcy ) senczàgydy



siamo f , g E
L' CR7 .

Allora 17 ( f * g) = f. g)

D; f , g E L' CIR
") quindi ftxg E L' CIR) e 7cg #g)

7cg * g) (5) = !!# g)(a)e-
« ibrida

= ↳nè
" ibn ( figlie -g) gcyidy) da

e- un integrale iterato e)

✓
scambio l'ordine di integrazione

✓

= frangi y) ( {fin . g) e-aii'ndr) dy-je-y-edII.IE
= 1µg (y) ( [flztènis 's'⇒ dz) dy =

-

= 1, gly) e-
" issdy . frnflz) e-

"isdz e GTE) . § (5)

Per poter scambiare l' ordine di integrazione
devo verificare che è integrale del modulo converge
(Teo .

di Fubini - Tonelli ) :

fa. I e-
"ieri ( frigge - g)11g (g) 1dg ) da =L . (↳lflx - yilgcsldy)dà

= fan lgcy Il ( fan 1 fin - g) Ida) dy =
←

a - y = E

=/, 1 glyildyf.nl flztldz = 11g 1h. . 11811. e + co ✓



/

definiamo false) = fcax) false) = taf ( Ia) ha > o
f : R'→ IR (a- E)

7- (f) (3) = Infame) e-
⇐ itsedse

= la !af(g) e-
" iteesdy

= la falsa ) = falsi tax - y , se =L , da = 0¥

Analogamente : 7 ( fa) (b) = facts) (con FELTRI)



5. 3

sia f : IR
"

→ IR ( a- E)
, f E L' CR

" ) e poniamo

j (5) = Iaaf ( y ) e-
" is.by per 5 E Ipi ( 3. y = È,

Sig ;)

j si dice trasformata di Fourier della funzione f E L' CRY

Hg e l' Lian) I figli ⇐ fanlfcy) e- "ieldy = frnlflyildy = 11 filiera,

II. 187511 e dètte. ⇐ 11 filiera, → f è limitata .

Hf E L' CRY f è continua .

Per q.ro. y fissata, la funzione g ÷ f (g) èriies è n

1819) e-
÷» 1=18 e Leary .

"

continua} "Èh!.
maggiorente integrale .

Possiamo concludere che :
7 : gufi
7 : ICE) * ERI lineare e continuo

,
con nonna ⇐ 1



Sia f E L' CIR
"

) e supponiamo che JE L' CIR)
Allora fcse) = frangi ( 5) etti }

'

des tre IR
"

cioè fin) = d- ( gilde - a) = fieri = fini
se felicità) ma fa e:(Rn) certamente felici) .
Per cui per ogni funzione discontinua non è -

garantito il teorema di inversione

⇐ : flat = ¥* È fica) = a. e-
siti

e l' CIR) per
cui è

invertibile
(si noti che f è ri)

E : g (a) = { e
'

reso g.

o reo
→È = f- L' CR) non è

inventrice
( si noti che f # è)



5. 4

sia f : IR
"

→ IR ( a- E)
, f E L' CIR

" ) e poniamo

j (5) = Iaaf ( y ) e- inie'dy per 5 e Ipi ( 3. y = È,
Sig ;)

j si dice trasformata di Fourier della funzione f E L' CIR")
Inoltre

,
l' operatore 7 : fi- f è un operatore

lineare continua con norma minore o uguale a 1
appartenente a d. ( l' CR)

,
CICR)) ovvero 7 : l' CR)→ l'*CR)

sia felicita) n CICR) , f derivabile a tratti , f ' e l' CIR) .

Allora 7 ( fila) ) (5) = autisti (5)

se fa l' CIR) e sefcse) E L' CIR) allora È Erick) e

§ (5)' a 7 C- aair.fm) (5)



7- (f) (3) = sei 5825)

¥3825 ) = 7C - attinger ) ) (5)

fcse) = è
" fini e - aseè

"
→ f

'
(a) = - 22g (a)

7- ( f
'
(r)) = Il - axfcxi)
- -

sinistra = Gaggia) ⇒ fisi = - se} 875)

Jeff = - atifgdg
9 . diff del prim'ordine

lui fissi = - risate ⇒ 7(èùX5=fèT
festa c. è

a

↳ fico) = ci = !"da - TE



I ( e-
III
) ( § ) = {anèlrit sei t . . - treni èzùits ' n' + bah" - it Brien) danda , . . .

dsen

= § ( 5.) - Jesi .

. . .

- § casa =

= TEÈ . te e-
⇒si

.

. . .

. reciterà a te
E e-
è IST '

f (E) = è
"" fece) = e-

aiuti

7- ( 84 = §)
,

= EI è!
" "

.

- ( [ fa è
è "



5.5 - 6

Spazio di Schwartz (della fune a decrescenza rapida) :
) f e CIR" )

seri -- ft : # → nudi
:{÷:[µ , indice }

Se fa SCIR) allora riffe) e SCIR ) e fingo) ESCIR) ttn - 1,2 . . .

S (Rn) è uno sq .

oett
.
marinato ( con infinite norme) ma

non completo .

5 (Rn) è una sq.
vettoriale

,
E in UCR") Hp e [1 , + co) cioè :

SCIR ") E L'TIR
"

) Xp c- fa , + co] e
ttf E KURT con peli , + co) 3- ffn } esatte) t.cl/fn-flLa I



1) sia f e SCR
") allora anche è ESCIR") cioè
7 : SCIR") → SCRN)

2) ttf e s (Rn) vale la formula di intensione cioè

g. (a) = È f- se) # se e R
"

isomorfismi di
3) 7 : s (Rn) → s (Rn) è ( lineare) biunivoco spazi vettoriali

4) 7 conserva il quad .
scalare e la norma EUR

" )
cioè :

¥8 , g e scusi) fresca) gcrtdse-f.fm Frida
1181ha = Il file

In particolare 7 (con questa norma in SCIRY) è
un op . lin .

continua con norma 1 ( isometrie lineare) .

( s (Rn) con prod .
scalare e nonna ti è uno sq . pre -

hitleriano
,
non completo)



D: 1) Proviamo che festa) allora je SAR)
f ES (R) E L' CR) ⇒ 7 È mai

,
siete semplicità

è fin) è cent .

ed è • ( fan) per se → ⇐ o A K

quindi senfcse) e l' LR) ⇒ je è (R) Hn (feri)
duo din

.
che 151

" 1%1%371 → o per 131→ co

III. E' = 74 - a (5) = giri coi ÉÉSCRY'
g

allora devo mostrare che 15K$ (3) → O
per 131 ] co .

I

!!;
e carismatiche e:(R) ovvero il

⇐ un giles) → o per
Ì a

2) f E S ( IR) e l' CIR) ⇒ § E SUR) C- L' CIR)
quindi poiché f e f stanno in li vale la
formula di inversione



3) 7 è lineare e iniettivo (su tutto le ) .
Dobbiamo provare che 7: SCR) → sera) è semiattive

ovvero : ht g. ES ( IR) 3- f E SAR) t.c.fi = g
Per g assegnato , cerca f te . f-- g.
Se Ìn) = gia) allora fila) = gir) ma ftp.e) = fase)
e quindi la f che cerca deve essere fcse) = giga) .

↳ ho trovato la f .

4) Mostriamo che ttf , gestita) è siafg = ↳ ÌÈ
da questo ponendo f = g ( frigie )

"

:(frigie)
"

Il file . - Il filo
III ↳Ià .

- ↳ si , → ↳ è -

-↳ Èz
e

bisogna dim .

che gag
È eLÌdy = ↳gtysei-i~dy.gl -a)
→ È Cr) = È C-sei = g- (a) V



/

D: sia f E L' CRY . Voglio definire f.
a @

Faccio così : sia { fa }:p s (Rn) t.c.fr If , Il f . - fi →o
⇐

(si può fare perché SCRI è denso in Elk
"))

^ ~
E SE E

Calcoliamo fa .

Considero la sua . { fa } E LGR") .

Se dimostro che { fa } è di Cauchy in E ,
esisterà

g. e Elite t.c.fr È g.
↳ che è completo

Nntp② E ①

fa - g
5- ( n③ / la

/ ④ ^ fa i cani per hp . @

fu→ g - f se è cavo. allora✓ ✓ è anche ← Cauchy

Mostriamo che { È } è di Cauchy in LTIR]
A fin - Idear, I 117 ( fn-fmtfaarafallfn-fmll.ae " O

linearità di 7) ( fr - fantesca) ( su SCRY , 7 è un' isometrie



Quindi { gia } è di Cauchy , 3g c- E t.cl/fi-glhaEIo
Porremo

, per definizione , fa : g.

Pt : siamo sicuri che il limite non dipende
dalla particolare successione fu scelta ?

Se prendo una diversa sua . { fèfes (Pi) te .

Il fè - file → 0 allora come prima 3 gtte E te.

È: gt . È vero che gt = g ? Mostriamo che è così
.

118¥ - falle -11718 : - fille Noè - dell o perché §:* &

Quindi anche fi e fa hanno lo stesso limite g .

In sintesi : utilizzando il fatto che SCIR") è denso
in Lacan) e che 7 : SCIRY → SCR" ) è un' isometrica
lineare abbiamo dimostrato che 7 si può estendereunivocamente a un operatore 7 : ECIR") → E (Rn) .



5.7

se f e Ellen) e 4 fra} CSCIR
") è tale che fra → f in ECM)

si definisce la trasformata di Fourier di f come
il limite in la (Rn) della trasformata di fa , ovvero

Ìn è

L' operatore 7: E (Rn) → L' Upi) è lineare
,
biunivoca

,

conserva il grad .
scalare e la norma

.

V-f.ge La CRY è ↳I. g- = !.si È a 184. = Il sire
7 è un' isometrica lineare di sq .

di Hilbert
.

Hf E la vale la formula di inversione, cioè
È C- se) = fin) in E cioè per q.o.se E

R"

se f e l' ( Rn) n L'Cpi) i due modi di definire la
traaf . di Fourier coincidono .



5.8

Sia f E SCR) .

Allora : PRINCIPIO DI INDETERMINAZIONE

11811:(⇒ ⇐ ne seguitola)
"
? ( {15J l'ds )

"

D : Il file ! lgcriladn = falgcnsfff.ie ¥118419da =

| \ o farete g c- SCR)
- -Griselda

se + E = aria| d' f- + f- f-
'

= g' f- tf-J-zrelf.fi
Elzreffnaxfkrifttdxfle.sn/dsellg'lxIllfCx)ldsedisng

.
di /

Schwartz- E 2 ( Insipida)
"

( friggetela)
"

| 11841, -117 (f) ll! - Haiti} ftp.a-zallsjq.
⇐ 2 ( ↳silflxfdnjanlfsrlgcsiladsi" ✓



Se trovo una fcx) e s ( Ita) per cui si ha :

11811 ! = 4 e ( ↳rilgcrillda)
"

( ↳54 è fd 5)
"

E

vuol dire che laditta ,
cioè

non è migliorabile .

→ Ha > o la funzione flat = e-
' si

soddisfa ⑦

Verifichiamola per ex = E :

fer ) = e-
' si fa (3) = e-' 3

'

a fb )
↳Eyre 18 Chieda)

"

( ↳518457145 )
"
- 4E f.silfcaidx =

= 4 # frasi e-
ae'
da = {c-a) C- nonè"") da =

= / -rF- ⇐ e-
zona) da =

↳ ( età)
'

- co

= { e-"
'
da = ↳lfcn) )

'

da = 118kt



6. 1 - 2- 3

Sia f : fa ,
t.co) → R (o E) , f misurabile e Lebesgue -

integrabile su ogni intervallo del tipo [o , KJ per
K > 0

.

si dice che f è Laplace - trasformabile se J-s.ee
tale che l' integrale

[E-soegctidt
sia convergente per Lebesgue, ovvero :[Tèsàf (E) Ideato

sia f : fa ,
+ coi → E una funzione L- trasformabile .

si definisce ascissa di convergenza di f il numero reale

• 181 = iuf } SERI [E-sti getti dt eta }

semipiane di convergenza di una carta fÈtrasformabile è il semipiane nel campo complessocosi definito :

⇒ = fs.ee/Relsl > 0181 }



se f è 2- trasformabile testa esiste finito l' integrale
Ìèstgehdt=Lf

detto trasf.didaqlacadif.tn
Lf ( o-tiw-fgche-toe-intdt-fduhffhe.to/e-iwtdt--IfnlHfCtIe-to-III

O

D: Sia o_O > off ) con f L - trasformabile
e supponiamo che sia Lf (a. timo) = O tw e R

Per la relazione con la trasf. di Fourier si ha
⇒ 71nA) fittate ) eo
Essendo 7 inattiva

,
7- (f) = o ⇒ 8=0 quindi

⇒ nlt) fltèt? O
per qo .

te IR
ovvero f. (f) = O per q.co .

t > 0

Per cui anche L è iniettivo



6.2

sia f : fa ,
+ coi → E una funzione L- trasformabile .

si definisce ascissa di convergenza di f il numero reale

• 181 = iuf } SERI [Est lfltildt eta }

se f è 2- trasformabile As t
.
c

. Refs} > off) esiste finito
l' integrale ÉèAgehdt=Lf
detto

trasf.didaqlacadif.si
amo g , g due segnali d- trasf :

Allora anche

f * g lo è e Hs te
. Rats} > max ( off ) ,

a- fg) )

L ( f * g) ( s) - Lfls) - Lg



D: L ( f #g) Cs) = [E-" ( 8 *g) Ctidt =
• e te + co

= [E- st ( t - e) guide) de =

aeree

⑦
co co

- - -

è ; ; ;
- - - - -

= { gir) ( I get -E) èstdt) de =
retata

te e t
e > o t - e > o

g (a) e-
st'n'du) de

[ → /
ci 0

÷ :
ÌÉÈ! "me:-.

%
,

← agio - an»

> ⑦ per garantire questo passaggio
→ ore < test applica Fubini -Tonelli cioè
• < e < ti controllo che converga e

' iuteg .

iterato del modulo

[Tg lei; de . L'Tgcielènretsbdn < + • poiché per hp . :

/ e- sei = è ""
'

Reps} > off ) e Rets} > ofg)



sia f : porco) → E L - trad .
e sia FCTI = [fetide .

Allora F è 2- trasf . e its t. c . Reds} = mai (off ) , a) si ha

LF (s) = Lf§

D: se f è d- trasf .

allora è integrabile a F è quindi
ben daf .

Fissato s come da ipotesi :

Lfls) = [èstjftidtdt È Ìn siièstdtdz = ÌONE Ir

• e tetro del < t @ eletto [et et co

= Égli ( tè" ) de = § fifth e-
" del = § Lfls)

* Per garantire questo passaggio , calcoliamo l' integ .

dai moduli per poter applicare il tao di Fubini Tonelli

{ Tg È- retsttdtdr = IT girl e"de = ho rReps}



Sia f : IO ,
+ co) → E d- trasf .

Allora Hae E S- SHIFT

anche flteat e 2- trasf. a :

d. ( flteat) - Lf ( s -a) Its t
.

c
. Rats } > papaya off )

D: d. ( f Che
"
) ( s) = [ Ict) ètèstdt = Lf (s - a) , Rats - a} > off )



6. 3

sia f : fa ,
+ coi → E una funzione L- trasformabile .

si definisce ascissa di convergenza di f il numero reale

• 181 = iuf } SERI [Est lfltildt eta }

se f è 2- trasformabile As t
.
c

. Rats} > off} esiste finito
l' integrale Éèstgehdt=Lf
detto

trasf.didaqlacadif.siafeeifo.tw
) derivabile a tratti e f

'
sia d-troy .

Allora anche f è d-traaf e Hs : max ( off ' ) , a) si ha

Lf
'

(s) = s Lf ( s) - flo)



D: flt) = flat + [fiction → L ( flh - flat) = LLSÉFIEIDE)
t ! agisse

ferito ,
to) o almeno : ferito ,

to) s )
e g derivabile a tratti teo

. dalla

trasf . della

⇒ L ( dit) - fa) ) = Lgcs) . 8¥ = ¥»
primitiva

→ Lf
'

( si = sdfcs) - fio)

sia ferito ,
to) e sia g

"-" derivabile a tratti e sia

y
' " L - trasf . Allora sono 2-traaf . anche f , f

'

,
. . .

, 8
"'

e vale :

L ( finta) (si = s" Lf (s) - s"- ' fco) - sn - < fico) - . . .

- sf
"-Io) - f

"



sappiamo che Hf d-trasf è Lf (s) → O per Rats } → tu

se f soddisfa le hp .

dall' ultimo teorema
,
ha che

d. ( f
'"
(t)) ( si → o qae Resiste → tco

quindi anche sndfcs) - tsn
- '

fcott .
. . tf

"-"
col } tenderà

a zerorÈ÷
sef.ir , aerei che èLfcs) → O per Reps} → tco

cioè Lfcs ) = a- ( ¥) per Rats} → + co

⇒ sia f : IR → E e sia fe è
-

YR) , 8=0 qee teo

e fu
-" clerico

. a tratti con f
"' L - traaf .

Allora d. ( finta) Cs) = s' Lfcs) e in

particolare Lfcs) = a- ( tn) per Refs}→ + co



Questo criterio permette di prevedere laconvergenzaa 0 per s → tu a partire dalla derivabiletà
di flt) - ulti .

Infatti , se considerassimo ad esempio il seno e il
coseno

,
due funzioni del tutto simile , ci si potrebbeaspettare che la loro trasformata converga a 0 con lastessa rapidità .

In realtà
,
mentre sculti e cose) sono l'CR) ,

nlt) sculti e nel caslt ) non lo sono , e anzi la

prima è solo rock) e deriva . a tratti
,
la seconda

non è nemmeno è .

Per questo , possiamo prevedere che L ( sveltina) (s) sarà
un a (f) mentre L (costanti) Cs) sarà solo un a- (e)



7.1

Lo spazio d' Cr) è l' insieme di tutti i funzionali
lineari T : Dfr) → IR (o. e) continui rispetto alla
convergenza definita in Dlr) , cioè tali che se

{ chieder) e qedcr) , qn → q in der) allora tlqn)→ TG)

Dlr) è lo spazio delle funzioni test su r definito
canne

D (d) = e:(r) con siepi

D (r) è una sq .

marinato ma non completo , per cui
viene data una def " ad hoc" di convergenza in Dlr)
ovvero :

co

{ 94! Dfr) e 9 ED

si dice che qn
'

q in Dlr) se :

1) 3 KER che contiene
'

il supporto di q e di tutte le qn
2) In K 9 iq uniforme .

e docenti D'9 uniforme .
Ammetti indica a



Mostriamo come le funzioni si identificano in una
certa classe di distribuzioni .

.

sia e l'
←
(r) ) f : r → R (o e) f misuralo.

↳ feti (K) HK ed chiusa e limitato

f- Tg : q → difese) que) da tg lineare
L'ceda) D' (a) Dlr)

se { qn} E Dtd) e qn → o in Dlr)

1 < te , qst =/ { fin) qcx) dal = chi lqcnil da

= 119 de.cn/*lfChldk → O

+ -
O limitato ( l' CK) )

⇒ tg E D' (d)

Percio
'

ogni fune . Li si può vedere come

particolare distribuzione (ma NON ogni distribuir
si potrà vedere come funziona ! )



Mostriamo come le misure si identificano in una
certa classe di distribuzioni .

.

In Rn
,
consideriamo una misura µ tale che

µ (E) et co se E è un insieme misurabile e limitato]
µ - te : 9 '→ fqcx) duca) = < tre , qs

Pin

Ktm 9h e ftp.qjrildulh e 11911 , infula
< tuo

⇒ ti è ben definita e ovviamente lineare

se qn→ o in DCIRY , lette , 971 e Il qnllµ (K) (ka suppcqn) an)

⇒ te è una distribuzione

ogni misura finitamente si può vedere
come particolare distribuzione

Se due) = gcze) dse con g E L'e.e rientra nel caso prec .



7.2- 3

Se TE D' CIR) , vogliamo definire T !

Ci aspettiamo che se T = Tg con fe è (R)
allora ( Tg )

'
e Tg .

b

< Tg ' , q s = ↳ giga) q (a) da = fficxqcx) da = snppcqi - fa , b)

e.Tiri
"
e:p,

a

= - Ignota) da = - < te , q
'
>

qca) = q = 0

Quindi se feci CIR) e q E DCIR)
< tgjq > = - < Tg , q's = L ( Ta )

'

, q >
T

voglio che sia

Allora se TE D' CR)
,
T distribuzione qualsiasi

< T
'

, q > = - < T
, q

'
> * 9 E DCR)



Se te d' CR) e q e DCIR) allora q
'
e DCIR) perciò Ict, q

'
>

⇒ T' è ben def .
la derivata

[ è lineare
<T

,

'
di q ,

t da q» = - LT
, (diq ,

t daga)
'
> =

- LT
,
diqitdrqas =

=
- d.LT

, qis - da LT, qès = di LT
'

, 9.s t da LÌ, q»

⇒ T' è line
.
su DCIR) :

sia { qn } e DCR) e qn
"
o

.

se qn
' '
o anche qi o

Quindi < T
'

, qn> = - LT
, qi > → 0 ( essendo T continuo

su D. ( R) )
⇒ t' è continuo su DCR)

HT E D' HR) se definiamo a t
'

, q > = - at
, q

'
> Hq e DCIR)

otteniamo che T' E D'CIR)



Ogni distribuzione è derivabile
,
e la sua

derivata è a sua volta una distribuzione .

Quindi ogni distribuzione è derivabile infinite
volte

< T
'

, q > = - Lt
, q

'
>

< t
"

, q > =
- LT

'

, q
'
> = LT

, 9
"

7

In conclusione : < t'Yq > = f- 1)
'"
LT

, 9
'"
> Hq E DCR) n = 1

, 2,3 . . .

Se invece TE D' (a)
,
con le IR

"

, definiamo la
derivata di una distribuzione in modo analogoal caso umidicce . carne :

< ftp. , 9 > e - LT
, doge

;

> per j = 1,2 ,
. . .

,
n

a- nel caso di derivate di ordine superiore come

< o
, q > = C- 1)

"k t
,
aI > Ha multi indice

de" cose"



7.3

sia T E D' CRI
,
ne definiamo la derivata così :

< T
'

, q > = - < T
, q

'
> tt 9 E D (R)

flat = I sei E L'← (R) 1 è (R)

< ( Tg )
'

, 9 > e - LI , q
'
> = -fi; (a) q ' (a) da =

= [se q' (a) da - II q' laida -
- EH! - liquida -È - Économie
= - fig Ca) da + Eque ) da = L'Tignlseiqcx )da

< (Tn)
'

, 9 > = L tignosi , 9 > → ltnd-tsiguc.SI



1 se > 0

mln) = { X. in 0 non mi importa (Tn)
'
= ?

O se = O se è definita q.ae.

< (Tn)
'

, q > =
- Ética ) q'Cn) da = - LI ' calda =

µ;
- 9¥) - q = qco ) = a te

. , q >

sua fede ..GR) . Valgono i seguenti enunciati per il calcolo
di (tg)

'

.

1
.

Se f E l' CIR) allora (Tg )
'
= Tg .

2
.

Se feci tranne in un punto angoloso se
.
in cui

è continua allora (Tp )
'

= Tg . dove f è definita g. o.

3
.

Se feè tranne in un punto x. di discontinuità
salta allora (Tg )

'

= Tg ' t ( fcze.tt - fisco ) ) Ese.

4
.
Se f E E

'

tranne in un punto se. in cui è
continua una con derivata infinita e f

'
E l'

⇐

allora (Tp ) ' e Tg '



7. 4

sia TE D
'

(R) .

Nel caso particolare di F- te , feie.IR)
voglio che Tate e

tag-
<

'

Tatg , q > = < tag , q > = ↳Tafcse) qca) da = faggeta) da

seta-g-
= ↳ fly) q ( y - a) dy = LI , Faq >

HT E D' (Pi) , Ha c- IR
"

poniamo

<Tat
, q > = s T

, Faq > Hq E DCRY TRASLAZIONE

Mostriamo che T.at E D' ( IRT :

- Hq e D (Rn ) si ha Faq e D (Pi) perciò Tat è
ben definita

- T.at è lineare perché q '→ e T
, Faq > è campo,

siriana di 2 operazioni lineari
- se qie → O per DCIR

") anche T.ee cfr → 0 e

< T
, Faq > → 0

, quindi < Tat , q > → o



quindi Tat è una distribuzione .

: [Tasse. = Ese
.
-a) infatti c. Tasse

. , 9 > = loro
, Faq >

= Tea 9 (ka) = 9 (ka -a) = Latrare , 9 >

Se te Tg con felice (R) voglio che date = tag
< Data

, q >
= ltaag , q > = {Dafoe) (a) da = {flan) qcr)da

← y
] taffio) 9 (f) dy = sta , la dea >

H TE D
'

(R ) c dat
, q > = < T

, la D, qs DILATAZIONE
a

Ese: (Dada . = la 8 ;) infatti e dado
, qs = < Ero

, la dà 9 > =

= fede qlra) = tag (E) = classe , 9 >



Se T = Tg con felice (Pi) voglio che tg = Tè

< te , q > = età , q > = ! Joe) que)da = ↳ ft-a)qui da =

se = ,
!! b) 9 ty) dy = < tg , § >

HTE D
'

( Ipi) LÌ , q > = LT
, § > RIFLESSIONE

E: ( Éa
.

= d.se
.} infatti < È

. , q > = < Suo
, 9
"

> =

= Iraq C- sei dqe.cat = qfxdqe.hr. })
= qfzeo) = < E

.se. , 9 >



Sia T E D' (d)
, IERI g : r → IR

.

Nel caso in cui T = tg con felice. ( IR ) voglio che g-Tg = Tgy

< g. Tg , q > = ctgg , qs = % glrif (a) qcse) da = < Tg , g- q >

ma questo richiede che ttq ED risulti gqEDGR)
ovvero deve essere g E ETA)

HTE D' (d) e Hg E è (r) definiamo

< gt, q > = LT
, gq > ti q E DCA) prodotto x FUNZIONE

Esa : fgotx . = girasse] infatti < gote . , q > = e ciao
, gq > =

= {gcriqlx) data. (a) = giro) qcro) = gcseo) < Suo , 9 >



7.5

Sia TE D' (a)
,
a EIR (Tat)

'
= To IT '

)

a > 0 (Dat)
"

e a da (T' )
V

( Ì )
'
= - ( T

'

)

ge ETR) ( gh' e (g)T t glt
')

D : c (Tat)
'

, q > = - l Tat
, q

'

> = - LT
, Fa (q

') > =

I. ( 9
'

(xD = q
'

( se - a) - ( q (se - a)
'
= ( Faq (xD

'

= - LT
, ( Teaq )

'

> = LT
'

, T.de> = 4 Talt ' )
, q >

< (dat)
"

, q > = - e Dat
, q

'
s =

- LT
, tadzq

'

> =

( dtaqcx))
'
- (q (⇒

'

e taq
'

(E) = fedele
'

)
=
- LT

, (dtaq)
'
> = s t

'

, Dtaq > = e adatti )
, q >



< ( Ì )
'

, q > = - LÌ
, q

'
> = - Lt

, ( 9
"

') > =

(F)
'

= (quei)
'

= - q
'

C-a) = - ( È )
=
- < t

,
- ( È )

'

> = e ti - § s = c- (Ì ) , q >

< ( gt )
'

, q > = - l gt , q
'

> = - t t
, gq

'

> =

( gq)
'
= gia tgq

'

→ gq
'
= ( gq)

'
- giq

= - t t
, ( gq)

'

- giq > = < T
, giqs - it

, (gq) 's =

= lg
' T
, q > + LT

'

, gqs = c. ( g' t t gt
' ) , q >



7. 6

siano T
,
S E D' CR )

.

Si vuole definire T * S, in modo
che nel caso pericolare in cui F- Tg e S - Tg si
abbia che T #S = Tg * g , con f , g E L' CR) .

<Tg # Tg , q >
= < tg # g , q > = ↳( f# g) (a) qui da
= f.4.fin - g) gcyidyiqcxidr =

= ↳ g ( y ) ( ↳ la - g) q (a) da ) dy =

-

= < tg , µ > = 4 (y)

fa
= ltg (y) , < Tg , Ty q»

Ty Cz)

4 (y) e) ←fin - g) q (a) da = ↳flz) qlytztdz
Quindi la "candidata" daf . per la convocazione
di distribuzione è :

< T # S
, q > = < Sly )

,
LT

, Tyq»



Tuttavia se TE D' CIR) e q E DCIR) si può dimostrare che

µ E l'CR) ma non è detto che tu sia a supporto compatto
Non posso sperare di definire la connotazione
di due distribuzioni qualsiasi .
Ho bisogno di fare un' ipotesi in più su s a- su t

/
o chiedo a T qualcosa in più in modo che

µ (y ) = < t, Tyq > sia in DIR) ( e quindi cs, µ > sia ben de}# SE D' (A)

\ o chiede a S qualcosa in giù in modo che < s
, qs

sia Ben def anche se 4 E ETIR) ma non a snpp . compatta
ci sono tante possibili risposte a questo problema,
cioè diversi insiemi di ipotesi su te s che renda

.

no sensata T * S
.

Una possibilità sta nel concetto di distril-uzioneasnpp.jo
.

certo



sia TE D' (Rn ) . Si dice che T è una distribuzione
a supporto compatto ( si scrive T E d' . (Rn )) se
7 K e IR

"

chiusa e limitato tale che

H 9 E D (Rn) se seeppcq) E IR
"

I K allora LT
, 97=0

Con questa nuova nazione è possibile , con leopportuneipotesi , definire la convenzione di due distrailo .
:

date t
, se d' CIR

" ) se una delle due è d
'

. (Rn) allora è ben def .

T # SE DYIR") e cttxs
, qs = LS

,
LT

, Tyq »

e inoltre l'* s = s *T
.

Infatti : se TE D' oca" ) allora 4 (y )
= et

, Ty 9 > E DCIR
" ) Hq E DCIR

"

)

se SE Dio ( Rn) allora s s
, y > ha senso Hq e l'CRT

Esempi di distilo .

a suqq . compatto sono la 8 . oppure
distribuzioni indotte da funzioni ( l'e.e) a sngq . compatto



Siamo T
,
se d' CIR) e sia S ( a- T ) a snqq . compatto .

Allora (t#s )
'

= T' * S = T * s'

D: < ( t * s)
'

, q > = - Lt * 5
, q

'

> = - < s
,
et

, Tylq
'

)» =

Te
,
( q

' ) = ( Tyq ' ) infatti Le (sexy)) = q' (sexy )

= e S
, st' Tyq » = ST' * S

, qs

Poiché T * S = S * T si può concludere che
⇒ (t#s )

'

= T' * S = T * si

sia T E d' CIR) .

Allora T# 8
.

= T ( la carne e ben def .
essendo do a snqp . compatto) inoltre tra ER vale

T# 8
,
= T.at

D: 4T# §
,q >

= < qe.ly) ,s t, Zyq» = a T
, Troy > = < Eroi , q >

⇒ T * due = T.at (in parti : T # 8 . e- T )



Innanzitutto diamo la daf . di soluzione fondamentale :
si dica che T E D' (Rn) è una soluzione fondamentale
dell' operatore diff . lin .

L se LI = so
.

@
2 2 2

Nel caso dell' operatore di Laplace : l = A =

feat Eye + far
la sol

. fondamentale è M (se
, y ,
z ) =¥se' t y ? t z e

si noti che ti è l'cediti ) ma ÈI non è l'eaelis ) .

Riscriviamo quindi AT = 8
.
usando la prog .

dalle distrib

< Ar
, 9 >

= s t
, Dq > = ↳µ Dqdsedydz = Leo , qs = 910,90)

ovvero / CAF dsedydz = q (o , 0) Hq e D. (Pi )
Rs
htt y

?
+zz

Conoscere la soluzione fondamentale di un oq . digf . lin .

è utile perche permette di ricavare rapidamente
la soluzione n del problema la = T dato un

generico termine noto T
.



Proviamole : supponiamo di conoscere una sol
. fandom .

T'

dell' operatore A e di risolvere l' equazione

An = T te da
'

( pi) (ovvero cerco me D'CIRI)

La sol
. u è n = ti * T infatti , usando le prog della dista .

:

3

An =D (r * t) - È
,
È.fr#t)--Z1lzi?*tf-iei

= ( ÌI È r ) *t = (Ar) * T = 8. * T =Toni
che conferma che n = T' *T

.



7.7- 8 - 9

sia te d' CR) .
Cerchiamo una def . consistente per T .

Se F- tg con f E L'⇐ (R) voglio che Ìg = TE .

< Fa , qs e < tf , qs = ↳ 875 ) qcsidsjf.gl) Ics) des =

= ctg , cf > Hf , qe L'CR) Ifa - tfq
Perciò la

" candidata
"

dog.

di trasf di Fourier di
una districa .

è : c. T
, q > = < T

, § > .

Tuttavia
,
se q EDLIR) non è garantito che è e DLR) .

Anzi
,
si può dimostrare che se una generica f E L' CR)

è aseeqp . campetto , la sua trasformata ① sarà anch' essa
a suga . compatto nel solo caso in cui f = 0 .

Quindi , in generale § # DCIR) e il crochet non è ben

definito .

Sappiamo pero
'

che se q ESCIR) anche § ESCIR) .



C' è bisogno di introdurre una nuova classe di distilo .

intermedia tra d'OCR) e d' (a)

Da ciò previene la classe della distrilrezionitemqarate.SC/R)-
" duale" dallo spazio di Schwartz .

Tra virgolette perche SCRI
è uno spazio marinato ma non completo , in cui bisogna
definire una nazione di convergenza

"ad hoc" :

sia { ¢,} E SCR ) .

Diciamo che da → o in SCR) se
K

III (1+1×1
"

) / ¥444 → O per n → to the 0,1 ,
2

. . .

HK - O
, 1,2 . .

.

K

SCR ) SCIR )
diremo che lor→ ¢ se ( Ion - ¢ ) → 0 cioe DCR) c SCR)
si noti che se { qn } e DCR) e qn È 0 allora anche 9ns '

o

Le funzioni ¢ e SAR) sono dette
"

a decrescenza rapida
"

( in quanto decrescono con tutte le derivate più veloce
mente di quanto cresca qualsiasi potenza di × )



si dirà allora che T e s' CR )
,
ossia che t è una districo

.

temperata su IR
,
se

T : SCIR ) → IR @ e), t è lineare, Hton} e SCR ) e de SCR )
se da allora < t

,
¢» → < T

,
4 >

.

Se TE di (R ) allora te s' AR )

se 8 E L' LIR ) per qualche pepe ,
+ co) allora Tg E S' AR )

se g è una÷ÉÈ ,cioè feie.dk) e 18 Chi e c ( i tiri") per qualche c, K > o ,
allora te e s'CR) ↳ non cresca più di

una certa potenza

D: Sia T = Tg con felice) , pe festa) .

Sia 4 e SCR)
Detto q esq . coniugate di p , per la disney . di Holder
si ha :

1 < tg , ¢ > 1 = Grigia) locanda e lifta Il ¢ " la



valutiamo 11411! = ! 14cal ' da = ! II. chieda =

⇐ ( IIa cit nel
" ) 14cal 1)

9 Leif , < + io
Quindi IL tg , dal ← Il file 11414. < tu e il

funzionale è ben daf.sn SCR ) .

Posta { fan } una successione convergente a 0 in sur ),
calcolando c. Tg ,

ricaverei lo stesso risultato
di prima ovvero

ktg , 4ns ± Il file. . K . ( sega ( it ist
" ) tonchi )

"

che tende a 0 e quindi t è un funzionale (lineare)
continuo su S e quindi è una dista . temperata

D sia T = Tg con f : IR→ IR fune lentamente crescente .

tale che Ifcse) le c. ( it Isef) per qualche siero . Sia ¢ ESCIR ) .

KT
, 44 e # scadenti da ⇐ faccia IN " ) (a)Ida



Introduciamo la " seminarne" pi" (d) di ¢ e SCR) :
i

piloti = I.[ Letta) ÈII ¥91
per cui se 3 n

,
NEO e c > O t.cn

.

KT , 1011 e c . pi
" (4) It ¢ e SAR) allora te s' CIR)

possiamo quindi scrivere
KT

, dal ⇐ facci + talk ) 14411 da ⇐ facchini" "⇒
da

= c p :* fa ftp..edu e c'
- petalo )

Dunque TE S' CR)
-

Etu

sia TESYR) .

si definisce T ponendo
< I

,
di = < t, § > # pesca ) .

Si ha che te s' CR)



7.8

si dice che T e s' AR)
,
ossia che te una districa

.

temperata su IR
,
se

T : SCIR) → Rae
,
t è lineare

, Ht e Sfr ) e IOESCR )

se 4ns ¢ allora < t
, 10ns → < T

, ¢ > .

SCR) è lo spazio di Schwartz delle funzioni adecrescenzarapida .

sia TESYR) .

si definisce T ponendo
< I

,
di = < t, § > # pesca ) .

Si ha che te s' CR)

se TE S' CR) , allora :

- I (Tat ) (5) = e'ia} I. ( t) (5)
- 7- (dat) (5) = la 7ft) (Ea) Ha > o



- I ( eaùiaet) (E) = E. a ICT) (5)
- 7ft" ) (5) - (atti})

"

ICT ) (5)

- ( 7-(D)
"' B) -7 ( taoisti) CS )

- 7ft # f) = t - fi a 7- (tf ) = T' * § con festa)
D: 7ft ' ) : < (TT)

, q > = s t
'

, § > = - s t
, (f)

'

a =

= - l T
,
I farinacei ) > = - it

,
-ztirq >

= < autisti , q > = atti} 7- (t)

Iterando ottengo 7- (t") = ( aria)
"

7h)

(F)
'

: e (f) '

, q >
- - it

, cit = - et
, (OT) > =

= - i T
, artis § > = e -attiri

, of s =

= e 7 faraiset) , q > .

Iterando ottengo (F)'" = D- ( c-artisti )



7.9

si dice che T e s' AR)
,
ossia che T è una districo

.

temperata su IR
,
se

T : SCIR) → Rae
,
t è lineare

, Ht e SCR ) e ¢ ESCR )

se 4ns ¢ allora < t
, fin> → < T

, ¢ > .

SCR) è lo spazio di Schwartz delle funzioni adecrescenzarapida .

sia TESYR) .

si definisce T ponendo
< I

,
di = < t, § > Hp e SCR ) .

Si ha che te s' CR)

D: LE foto) , q > = do
, et > = § (a) = Gang (a) da = e te

, q >

⇒o



< 7 foto) , q > = < do
, et > = § (a) = Gang (a) da = a te

, q > ⇒Ò
< 7 (ora) , qs = < sa

, ci > = ci (a) = ↳quei e-
«iarda =

al ⇒ a

a. ⇒à=à

- i ztease → a = ÷

7- ( cesure) = 7- lei ) =L ( 7 lei
"

) + Il ) =zfs÷%
Il eine ein) = àfe÷-e#

7- Il - zaini) = ( II
"
. È"

I(ù÷ e quindi IN =

- IÈ



7. 10

se { tu} E D'(d) TE D' (d) SI E IR aperto ; diciamo che
line tu = T se fiutò te , 9 > = < t

, 9 >
K→ tco

È tn = T se line È < tu
, q , = < +, q ,

} # 9 E DCK)
K → tco hai

Una serie di distribuzioni è ad esempio il treno
di impulsi ÉI

.

era
in

Esso converge ,
in particolare , ad una distribuzione .

Infatti :

F÷
.
Èieena = È

.
Èdera

, 9>
=

¥.Ènacka) < ta
essendo qed (R) , quindi a swqp . compatto, e quindi
nulla per valori

di ka al di fuori dal supporto .

La serie è quindi troncata da un certo valore di K
in poi per cui è necessariamente convergente



Di solito il treno di impulsi si indica con

•

Da = I 8nA
Me - co

Per lo stesso motivo
,
la successione { ctnfn! è convergente ,

e in particolare converge a 0 . Infatti :

fine < oh
, q > = fig Cn) = 0 essendo 9 e dar) e quindi

9 (± co ) = 0

Supponiamo che { tu } e DCIR) , te DCIR) t.co .

1) tn → T allora ti → T'

2) È.tn = T allora È
.

Ti e T '

D: 1) ti → T se ttq E DCIR) < ti
, q > ÷:< T' 9 >

<ti
, q > = - t.tn

, q
'
> → - t t

, q
'

> = < T
'

, qs



co

2) È ti - t '

cioe < ? ti , q > = e T
'

, q >
co co co co

< I Tn
'

, q >
= I < tn

'

, q > = - E < Tu
, q

'

> = - <E tu
, q

'

> =

h = i
h = 1 Ne ' n = ,

=
- it

, q
'

> = < T
'

, q >

Sia fin} E S' CR) , te s' CR) .

Allora

1) I → t → È → I

2) È Tn = T → 7- ( Ita) = It
h = 0 Ne 0 h = O

^

D: 1) In → T significa atn , q > → st, q > Ha esciti
< tu

, È > = < tu
, CTÌ → et, è > est , q >

analogamente 2)



7. 11

Consideriamo una serie trigonometrica del tipo

*
?#nctttikw

'

con fan} successione lentamente crescente cioè:
KEE

J C
,
N > O t. c . I a. I > c ( e ti sei " ) HK E 7 .

Allora la seria definisce una distribuzione temperata .

D: sia q e SCR) .

Ict, q > I = 1 E a. certi
"

; q > I = I⇒a . {que) èiiewsedaf =KETL E

= È! a. Il cftkwil e ¥, e ( e tiri
" ) Icffkw) e

q e s (R) ⇒ ai es (R) → I § le c-

I § (5) I ⇐ P dai# + 1g ,
* +

a)
it 131 "
"

io:c ÷
. ⇒

⇐ ca: = ca
'



⇐ : proviamo a calcolare la trasf . di Fourier

7- ( È
,
costieri)

La serie di funzioni diverge in tutta R,
come serie di distribuzioni converge in s'CR)
( è una serie trig .

con caeff .

lentamente crescenti)
ed è quindi 7 - trasformabile
III.

i.
costieri) = È? (costa) = II. à⇐È = zia: - s.)

Proviamo ora che il treno di impulsi Da è una
distribuzione temperata < tu

-

I < Aa
, q > I = Ie, Korea, 94--1 (Katy Pike ) a

19121 E PETA) = pae' lq) - e

' ti sei "

Quindi per
il teorema della seminarne Da E S'CR)


